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1 Herleitung der Produktregel

1.1 Der Begriff Funktion

Ist eine Größe y abhängig von einer Größe x und gibt es zu jedem Wert x innerhalb eines festgelegten Definitionsbereichs Df  einen dazugehörigen Funktionswert y, so kann man sagen y ist eine Funktion von x. Man schreibt y = f(x). Die Abhängigkeit wird durch eine eindeutige Verknüpfung mathematischer und logischer Elemente beschrieben.

1.2 Die Differenzierbarkeit von Funktionen

Differenziert man eine Funktion so bedeutet das an einer Stelle x1 den Anstig zu ermitteln. Man nimmt eine Gerade die durch die Punkte P1 und P2 verläuft. Mit Hilfe der Grenzwertrechnung wird dem Punkt P1 ein zweiter Punkt P2 genähert bis die Differenz x1-x2 gegen Null geht. Teilt man diesen Grenzwert durch den Abstand so erhält man den Anstieg. Ist für eine Funktion f(x) an einer Stelle x1 der Differenzenquotient bestimmbar, dann ist die Funktion an der Stelle x1 differenzierbar.

1.3 Herleitung der Produktregel
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[image: image2.wmf]Die Funktion f(x) ist das Produkt zweier Funktionen u(x) und v(x). Mit Hilfe des Differenzenquotienten soll eine algemeine Regel gefunden werden um die Ableitung von f(x) zu ermitteln.
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Da zur Ableitung der Differenzenquotient enthalten sein muß, subtrahiert man im Zähler u(x)(v(x+h) und addiert es sogleich wieder [1]. Es ergibt sich:
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Durch diese Nullergänzung läßt sich in der Gleichung v(x+h) bzw. u(x) ausklammern.
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Nach Umformen erhält man:

Ersetzt man die Differenzenquotienten durch u‘(x) und v‘(x) und wendet die Grenzwertgesetze an, erhält man:
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Mit dieser algemeinen Formel läßt sich nun die Ableitung einer Funktion f(x)=u(x) ( v(x) bilden.

2 Anwendung

Gegeben ist die Funktionenschar
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mit jeweils maximalen Definitionsbereich Dk.

a) Geben Sie Dk an.

b) Wie verhält sich fk(x) wenn x gegen die Grenzen von Dk strebt?

c) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von fk!

d) Bestimmen Sie die Koordinaten der Extrempunkte der den Funktionen zugeordneten Graphen!

e) Stellen Sie die Gleichung der Ortskutve K auf, auf der die Hochpunkte der Kurvenschar liegen!
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f) Für welches k hat ein Wendpunkt den y-Wert  ?
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Benutzen Sie dabei: 

g) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion für k=1,5!

(1 LE = 2 cm)

2.1 Lösung

Gegeben ist die Funktionenschar
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Diese lässt sich umformen nach

zu a)


Dk ( R
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zu b)
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Geht x gegen +( oder (( dann konvergiert die Funktion fk(x) gegen 0.

zu c)

Die Funktionen kommen aus dem Unendlichen und gehen ins Unendliche. Extrempunkte ändern die Monotonie. 
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Zunächst bilden wir die erste Ableitung um die Extrempunkte zu errechnen. Die Ableitungen werden unter Anwendung der Produktregel bestimmt.
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Es ergibt sich 
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Um den Extremwert zu errechnen wird diese Gleichung mit 0 gleichgesetzt.

Da der Ausdruck 
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nach den Expotentialgesetzen nicht 0 werden kann, muß die Lösung in dem Ausdruck 
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liegen. Nach der Umstellung ergibt sich die Lösung
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Die dazugehörigen Funktionswerte sind:
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Die Extrempunkte befinden sich also an den Stellen
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Um die Art der Extrema zu finden wird die zweite Ableitung gebildet und x1 bzw. x2 eingesetzt.

EP1 ist also ein Maximum während EP2 ein Minimum ist. Die Funktion fk(x) ist für
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streng monoton fallend,

streng monoton wachsend,

streng monoton fallend.
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zu d)

Extrempunkte wie unter c) 
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Da alle Hochpunkte den selben x-Wert haben liegen sie alle auf der Geraden

zu f)
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Es werden zunächst die Wendepunkte bestimmt. Dazu ist die zweite Ableitung mit 0 gleich zu setzten und die dritte Ableitung muß ungleich 0 sein. Es wird die unter c) entwickelte Ableitung mit einer geringe Änderung verwendet.
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Da WP3 und WP5 infolge ihres y-Wertes nicht in Frage kommen wird für die weitere Betrachtung nur WP4 herangezogen. 
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